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Czechoslovak Mathematical Journal, Voi. 1(76) 1951

SUR LES FONCTIONS REALISANT LES REPRESENTATIONS
CONFORMES ET BIUNIVOQUES D’UN DEMI-PLAN SUR LES
EXTERIEURS DES ARCS DE CERTAINES COURBES
ALGEBRIQUES
JULTAN BONDER, Gliwice.

(Recu le 20 Mars 1951.)

L’auteur s’occupe de la construction de la fonction = = j(t) réali-
sant une correspondance biunivoque et conforme entre le demi-plan
t=7r--ls (s > 0) et le plan complet z = . -I- iy, coupé suivant

~
un are AR d’une certaine courbe algébrique.

Les cas ot AB est I’arc d’une conique ou d’une courbe de Cas-
sini sont traités en détail.

D’apres le théoréme classique, dit de Riemann, une courbe simple de
Jordan, étant fermée et sans points multiples, détermine déjd — aune
transformation homographique prés — une fonetion analytique qui effec-
tue la représentation conforme et biunivoque de lintérieur de cette
courbe, formant un domaine simplement connexe, sur le domaine cano-
nique de la méme connexité; par exemple: sur le demi-plan, sur I'intérieur
ou’extérieur d’une circonférence (dans ce dernier cas, le point & 'infinity
compris). Cette fonction définit simultanément une correspondance bi-
univoque et continue des contours envisagés.

Ce théoréme d’existence, si fondamental et général, ne fournit pour-
tant que des indications trop vagues, lorsqu’il s’agit de U'influence de la
forme du contour, définissant la représentation conforme étudiée — sur
les propriétés caractéristiques de la fonction réalisant cette représenta-
tion. Et cela méme dans des cas de contours composés des simples ares
analytiques. En fait, abstraction faite de quelques exemples tout élémen-
taires, on ne sait gueére dévoiler ces enchainements intimes qui doivent
cependant lier le systéme d’équations, déterminant le contour donné,
avec une certaine forme analytique de la fonction réalisant la représen-
tation, conforme, ainsi définie.

La circonstance suivante y est frappante.

On connait bien des exemples des domaines formant 'extérieur
d’une seule courbe algébrique (comme p. ex. I'extérieur d’une ellipse),
dont la représentation conforme et biunivoque sur le domaine canonique
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peut étre exprimée facilement par une simple combinaison des fonctions
analytiques élémentaires. Mais il suffit de changer un peu le probléme: au
lieu du domaine extérieur, prendre le domaine intérieur, par rapport & la
méme courbe algébrique, pour que de tres grandes difficultés surgissent
immédiatement. Ces complications se manifestent d’une fagon encore
plus accentuée, lorsque la frontiere du domaine qui va étre transformé —
au lieu de former une courbe algébrique tout entiére — ne constitue
qu’une partie, qu'un arc AB de celle-ci (cela veut dire qu’il s’agit alors de
la représentation conforme et biunivoque du domaine canonique sur
tout le plan, excepté cet arc 4 B méme, qui forme ainsi une ,,coupure, le
long de laquelle le plan est fendu, entaillé).

Voici un, exemple. — La fonction, tout simple

z = ip(t + )% (z= x4 iy)

réalise la représentation conforme et biunivoque du demi-plan Im ¢ >0
sur tout le domaine situé du coté convexe de la parabole y? = 2px 4 p®.
Au contraire, pour résoudre le méme probléeme par rapport au domaine
formant ’extérieur d’un arc de parabole, il est nécessaire d’introduire des
fonctions et des intégrales elliptiques.!)

Cet exemple, aussi bien que des autres (voir n° 14), montre la
divergence extréme entre ces deux classes des représentations confor-
mes: une — sur 'extérieur d’une courbe analytique L, tout entiére; et
Tautre — sur I’extérieur d’une partie seulement de cette courbe L, son
arc AB, formant dans le plan entier une coupure. Néanmoins, compte
tenant de la ,,parenté analytique*, trés proche d’ailleurs, des contours,
limitant ces deux classes de domaines, il parait naturel de chercher,
malgré tout, des liens intimes entre les fonctions réalisant ces deux clas-
ses corrélatives des représentations conformes. Outre intéret théorique,
chaque progrés dans cette direction, semble-t-il, aurait d’importance
pour des applications, et cela non seulement par rapport aux applications
de la théorie des représentations conformes mémes, mais aussi: du poten-
tiel, de I’écoulement autour des profils d’aviation, et cetera. Il est
d’autant plus étonnant que des recherches correspondantes manquent —
si je ne me trompe pas — complétement.2)

Dans le présent travail, je n’envisage pas le probleme posé dans toute
sa généralité; je me limite aussitot a une classe des arcs algébriques.

1. Dans le plan de la variable complexe z est situé un arc régulier
AB, appartenant & une courbe analytique L. Nous admettons que la

1) Voir — JULIAN BONDER: O pewnem zagadnieniu 7 dziedziny odwzorowan
podobnych, Warszawa 1931.

2) Dans le méme ordre d’idées, j’ai posé en 1946, dans ,,Nouveau Livre Ecos-
sais‘, un probléme, un peu plus général (voir: Coll. Math., I, 1 (1947), 32). —
Jusqu’a présent, on n’a pas donné la solution de ce probléme.
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courbe L est telle qu’il est possible de trouver une fonction algébrigue, donc
multiforme, soit — & n déterminations:

{ = o(2), (1)
qui transforme chaque arc AB de cette courbe L en n arcs circulaires:
A‘é’B(g’; (=1, 2, ..., n); ajoutons que le terme ,,arc circulaire” englobe

ici le segment rectiligne (arc a courbure nulle).

11 s’ensuit que la courbe L doit appartenir & quelque classe de cour-
bes algébriques. Evidemment, cette circonstance restreint considérable-
ment la généralité de résultats qui seront obtenus dans la suite.

La fonction (1) effectue une certaine représentation de deux plans z
et {, I'un sur autre. N’étant pas biunivoque, cette représentation reste —
quelques points exceptés — conforme partout.

Remarquons qu’en nombre de cas, cette fonction { = ¢(z) trans-
forme en systémes de circonférences ou droites du plan { non seulement
la courbe L, envisagée plus haut, mais simultanément la famille entiere
de certaines courbes algébriques, englobant notre courbe L.3) Ce sont des
cas importants, car alors une seule fonction ¢ = ¢(z) peut jouer son réle
de la fonction auxiliaire de représentation conforme demandée, non seule-
ment par rapport & un arc donné 4B, et non seulement par rapport aux
différents arcs de la méme courbe algébriques, mais encore — par rapport
a une famille entiére de courbes algébriques.?)

En supposant que cette fonction auxiliaire (1) nous est donnée,
nous I’envisageons dés-a-présent dans tout son domaine d’existence, avec
tous ses zéros, ses pOles et ses points de ramification:

H,H,, .., H; (@< n). 2

Or, cette fonction algébrigue devient uniforme sur une surface propre dé
Riemann. 11 convient d’envisager le ,,modele plan’ de cette surface —
modele & n fewillets, mis sur le plan z. Désignons le par E.. On trouve sur
chaque feuillet de cette surface E, un exemplaire de I'arc AB. Tous ces
exemplaires ont d’ailleurs, sur R,, les mémes affixes z. — Ainsi, il s’établit
une correspondance biunivoque entre les » arcs en cercle (ou segments
rectilignes) AP B et les exemplaires respectifs APBY de I'arc donné.

Cela étant, nous précisons maintenant notre probléme comme il
suit: déterminer, en s’appuyant sur le caractére analytique de la fonction
donnée (1) — les propriétés fondamentales de la fonction analytique
cherchée

2= f(t), (3)

dont une détermination convenable doit réaliser la représentation de-

8) Voir les exemples & la fin du travail, ou le réle de la fonction auxiliaire
¢ = @(2) est joub tout simplement par la fonction qui représente sur un demi-plan {
oy sur Pextérieur du cercle || = Const. — l'extérieur de la courbe L tout entiére.
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mandée, conforme et biunivoque, du demi-plan supérieur de ¢ = r + is
sur tout I'extérieur de ’arc AB du plan z. Ensuite, en partant de cette
analyse, nous allons chercher la méthode pour la construction effective de
cette fonction (3).

Or, Pessentiel méme de la représentation examinée exige que, dans le
domaine du demi-plan supérieur de ¢, la frontiére y compris (¢’est-a-dire
pour Im ¢t > 0), la détermination. envisagée de la fonction (3) soit holo-
morphe, excepté un seul point P — image de I'infini z = 0. Ce point P,
avec l'affixe ¢t = t,, constitue un podle simple de la fonction, (3).

Ensuite, en, vertu de la conformité de notre représentation, la dérivée
f'(¢) ne peut pas s’y annuler, sauf les deux points: { = a et ¢t = b — images
de deux ,,pointes” de I'arc AB. Ces zéros de la dérivée de la fonction de
représentation,

fla)=f(b)=0
sont situés sur la frontiere méme du domaine a transformer (sur I'axe réel
du plan ¢). Ce sont des zéros simples, si ce n’est que: @ = 00 ou b = 0.
Dans ces cas-1a, trés spéeiaux d’ailleurs, on s’apergoit facilement que le
point ¢t = oo devient alors un, zéro triple de la dérivée f'(t). Outre ces cas,
la représentation étudiée reste conforme au point ¢ = 00, et par consé-
quent, la fonction z = f(t) peut y étre développée sous la forme:

2= () = floo) + L+ L s (o +0). 4)

Ajoutons encore que la fonction (3) n’est déterminée par les données
géométriques du probléme posé qu’a une transformation homographique
pres, & coefficients réels — done, qui transforme le demi-plan supérieur
en lui-méme. En tenant compte de cela, nous pourrons toujours: & un
point quelconque du plan z et & une direction, issue de ce point, faire
correspondre dans le demi-plan supérieur de la variable ¢ un point, avec
une direction issue de ce point, tous les deux choisis arbitrairement (voir
n° 12).

2. Menons sur notre modele £, de la surface de Riemann, relative
a la fonction { = ¢(z), des coupures le long des arc APBY, et désignons
la surface ainsi entaillée par RY. Or, la fonction ¢ = f~1(z), inverse & (3),
transforme cette surface R? en une surface R dont la structure est facile
& saisir. Son ,,modele plan” se compose de nouveau de n feuillets, con-
venablement ramifiés. Chaque feuillet n’est qu’un exemplaire du demi-
-plan supérieur de ¢. Les images des arcs 49BY, fournies par ¢ = [~1(2),
tombent toutes sur son axe réel. Nous désignerons ces images respective-
ment par les symboles A(). Elles forment des ,,droites frontiéres™ de la
surface RY. On peut distinguer sur chaque droite frontiere A9 deux seg-
ments: fini et infini, ce dernier traversant le point & l'infini ¢ = co. Ce
sont évidemment les images respectives de deux cOtés opposés de
chaque coupure 4YPBY.
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Dans certains cas, il convient de joindre les droites frontiéres (9 ala
surface méme R?. Il s’établit alors un domaine fermé R9. Or, comme nous
avons indiqué au numéro précédent, la fonction fondamentale (3) de la
représentation conforme étudiée y est bien déterminée. Par suite, on
peut former dans ce domaine — par la simple superposition de deux
fonctions, (1) et (3) — une nouvelle fonction. Evidemment, pour obtenir
cette fonction composée

Plf0)] = () ®)
dans tout son, domaine d’existence, il faut prolonger analytiquement son
élément initial:

(RS, ()} (50)

(par ce symbole nous voulons souligner que le domaine d’existence, et
d’uniformité, de 1’élément analytique ramifié Ly(t) — n’est que la surface
RY).

Mais, avant d’aborder ce prolongement analytique, il sera utile de le
faire précéder par quelques observations générales.

Comme nous avons indiqué au n° 1, le choix de la fonction auxiliaire
¢ = @(?) ne dépend guere de la position de 'arc 4B sur la courbe algé-
brique L. Il est done clair que les extrémités A et B de ’arc donné 4B
seront, en général, distinctes de tous les pdles, zéros et points de ramifica-
tion de cette fonction algébrique = ¢(z). Leur coincidence ne peut se
présenter que dans quelques cas limites — cas, en régle, de dégénérescence
de la famille de représentations examinées.

C’est pourquoi il est naturel de ne pas englober ces cas dans 'étude
générale qui va suivre, mais plutdt de les en exclure, et de les examiner, au
besoin, séparément (ce seront, d’ailleurs, des cas moins compliqués).

Cette convention simplifie 'analyse suivante. En effet, par suite de
la condition, supplémentaire admise, les images ¢ des points de ramifica-
tion (2) de la fonction { = @(z) ne pourront coincider avec les points, ot
f'(t) = 0 et ou 'on a par conséquent:

2= f{t) = fla) + 3t — aP. " (@) + ...

Il s’ensuit done un résultat important: par P'introduction de z == f(t) sous
le signe de la fonction @(z) — ce qui conduit & la fonction (5) — les po-
ints algébriques de ramification (2) passent simplement de la surface 19
aux points correspondants

HY, HY, ..., HY (6)
de la surface RY, sans changer leur ordre de multiplicité. Ainsi, le nombre et
la multiplicité des points de ramification de deux surfaces (R9 et £Y) étant
les mémes, leur structure intérieure sera pareille.

De plus, et par les mémes raisons, tous les points réguliers de la fonc-
tion, auxiliaire (1) passent du domaine R? au domaine RY, en restant éga-
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lement réguliers par rapport & (o(f). De méme, ses poles et ses zéros se
transforment en péles et zéros respectifs de £o(t), tout en conservant
leurs ordres et leurs multiplicités.

Quant au pdle P (t = t,,) de la fonction z = f(¢), il peut conserver
son caractére d’un pdle, aussi par rapport & la fonction {y(t), sur tous les 7
feuillets de la surface RY; mais il peut arriver que sur un, ou plusieurs, ou
bien sur tous les feuillets de cette surface R9, le point P deviendra un
point régulier. Pour ceci, il faut et il suffit que la fonction { = ¢(2) trans-
forme le point & I'infini z = 00, se trouvant sur le feuillet envisagé de B,
en un point { # co.

11 s’ensuit de cet examen que toute 'influence de la fonction propre
de notre représentation conforme, z = f(¢), se manifeste uniquement,
lorsqu’on passe de la surface R? & celle R9, par un changement de la confi-
guration mutuelle des points caractéristiques dont il a été question plus
haut; par contre, le nombre et I'ordre de ces points sont complétement
déterminés par la seule fonction auxiliaire { = ¢(=2).

En tenant compte de ces faits fondamentaux, nous allons mainte-
nant construire une chaine convenable des prolongements analytiques de
notre élément de départ (5,). Or, et c’est le point capital: toutes les
frontitres dans le plan ¢ ne se composant que de segments rectilignes ou
d’arcs circulaires, on pourra faire ce prolongement analytique tout sim-
plement par I'application directe du principe de symétrie de Schwarz —
méthode déja classique et seule qui conduit & des solutions véritable-
ment effectives.

3. Tragons sur la surface R? une ligne 1" venant d’'un point inté-
rieur G d’affixe t, = ry 1 15, jusqu’a un point quelconque de 'une -de
droites frontiéres de cette surface, par exemple, jusqu’au point C9,
situé sur A (fig. 1). A la réserve que cette ligne I'¢ évite tous les points
de ramification (6), nous ne posons pas d’autres restrictions & sa forme:
elle peut, si c’est le cas, entourer bien des fois chaque point de ramifi-
cation (6), en formant parfois des lacets assez compliqués.

Prolongeons ensuite cette ligne & travers A9 de telle maniére que la
courbe ainsi suppléée I'Y, toute entitre, soit symétrique par rapport & cette
droite frontiere At). Désignons par G; (¢ = t, = r, — is,) le point ter-
minant cette nouvelle branche de I'®. Nous dirons que ce point G; est
I’image symétrique de G par rapport & A¢).

I1 faut insister ici sur ce point capital qu’il existe n différents points
G;, tous ayant le méme affixe ¢, et tous symétriques de G (¢ = t,), mais
chacun — par rapport & une autre droite frontiére A9; (j = 1,2, ..., n).

Cela étant, nous allons maintenant faire prolonger analytiquement la
fonction, étudiée {(¢) dans le demi-plan inférieur de la variable ¢. Nous
Peffectuerons en partant de sa détermination initiale (5,) et en suivant
toujours la ligne I'Y, tracée tout-a-I’heure. Or, les valeurs, prises par la
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(RY REY|

fonction ((t) sur I'®, déterminent, dans le plan {, une courbe F o —
image de I'y? fournie par la transformation (5).

1l est immédiat que cette courbe I'Y coupe, en un certain point C@,
Parc A“”B"’ — P'image de la droite fronti¢re A, au travers de laquelle
nous a,vons effectué le prolongement analytique en question. Or, d’aprés
le principe de symétrie de Schwarz, les deux parties de la courbe I'Y,
situées de deux cotés OPPOSéb du point C9, sont symétriques — I'une de
Pautre — par rapport & APBY (si c’est un arc de cercle, ,,symétrie®
signifie alors: inversion ou imnsformatwn par rayons vecteurs récipro-
ques).

Il en résulte que la valeur de la fonction étudiée (5) au point G5, ou
ge termine la courbe I'?, s’exprime par sa valeur au point de départ ¢
3 P’aide de 'une de deux formules suivantes:

Fig. 1.

2
= —Y a4 (7))
C — &+ lﬂa
ou
C]. — ;0(}2“’1 + 2i6,-e177'. (72)

La premiére formule correspond au cas ou 'image de A() dans le plan (,
c’est-a-dire 4 PBP, constitue une partie d’une certaine circonférence

i — o5 — 1Bl = o5 (71‘)
la seconde — ge rapporte au cas d’un segment d’une droite
Im (fe~i%) = const = dj; (7¥)

(ici: &, B, 7,6 — parametres réels dont la signification géométrique est
immédiate).
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Les formules (7,) et (7,) montrent — et les simples considérations
sur les propriétés générales du prolongement analytique discuté le con-
firment — que la valeur {; de la fonction étudiée, a laquelle on arrive en
partant du point G et en suivant par continuité le chemin I"{, ne peut
dépendre ni de la position de son point d’intersection € avec la droite
frontiére A, ni de sa forme géométrique. Observons que méme la restric-
tion concernant la symétrie de I' n’y est plus essentielle. Il est vrai que
cette restriction rend facile et tout immédiate Iapplication directe du
principe de symétrie, mais d’autre part, il est clair que sur le résultat
final du prolongement analytique dont il s’agit ici, une déformation
continue de chemin I'Y» — déformation faite sans franchir les points de
ramification (6) — ne peut exercer aucune influence.

De 14, la conclusion définitive: le résultat final de notreprolonge-
ment analytique ne dépend que du fait: laquelle des droites frontieres
on traverse (¢’est précisément pour souligner cette circonstance fonda-
mentale que nous avons écrit {;, 'indice § indiquant quel est le numéro
de la droite frontiére franchie).

4. Tl est évident que les considérations précédentes sont applicables.
sans aucune modification, & tous les autres points du domaine de départ
R9. Ainsi, on parvient tout d’un coup a une nowvelle branche (;(t) de la
fon.(,tlon cherchée (5). Evidemment, ;({) n’est pas uniforme dans le
demi-plan inférieur, de méme que (y(t) ne I’était pas dans le demi-plan,
supérieur. Le domaine d’uniformité de (;(t) — c’est une partie inhérente
a la surface totale de Riemann, de la fonction ((f). Désignons done cette

partie tout court par RJ, et examinons sa structure.

Tragons de nouveau la courbe symétrique I, cette fois en déeri-
vant autour du point M, donné sur RY, un lacet & m circuits. Sa transfor-
mée ['Y décrit aussi un lacet autour de ce point { qui fait'image de M.
Donnons au nombre m une telle valeur que ce dernier lacet (dans le plan §)
soit simple, @ un circuit. Dans ces conditions, comme on, sait: m = 1, sile
point M est un, point ordinaire, régulier ou pole de la fonction (5); tandis
que m > 1 montre que M est un point de ramification, algébrique, d’or-
dre égal & m — 1. — D’autre part, la courbe 'Y étant symétrique, ses
deux lacets sont également symétriques 'un de lautre par rapport
a I’axe réel du plan t. Par conséquent, ces deux lacets décrivent le méme
nombre des circuits, & savoir m. Cela étant, d’aprés le principe de
Schwarz 1'image de I'® dans le plan { décrit de méme deux lacets; et si
I’un, est simple, I’autre doit étre nécessairement de méme nature.

Il suit de ce raisonnement: deux points symétriques par rapport & une
droite frontiére A9 ou bien sont, tous les deux, des points ordinaires, réguliers
ou poles (m = 1); ou bien, tous les deux — des points de ramification du
méme ordre (m — 1 > 0).

Voici la premiére conséquence de cette relation fondamentale: sur la
surface Ri, il n’y a pas de points singuliers essentiels, car il n’y avait pas
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de tels points sur R?. — Au contraire, les poles de ces deux branches,
Cot) et ;(¢), de la fonction étudiée ne sont plus forcés & prendre des
positions marquées par symétrie mutuelle. Cela dépend tout simplement
de Dalternative: s’effectue-t-il, dans le plan C, le prolongement analytique
de I’élément initial (5,) par la transformation de symétrie propre, ¢’est-a-
dire: par rapport & une droite, ou bien — par I’inversion par rapport & un
cercle (comp. les form. 7, et 7,).

Deuxiémement, il vient de la méme relation démontrée plus haut:
au systéme (6) des points de ramification de la surface B9 correspondra
sur la surface R} un systeme tout pareil des points de ramification:

Hi Hj, ..., Hj (6;)
les points correspondants de ces systemes (6) et (6;), ¢’est-a-dire les
points avec les mémes indices inférieurs possédent le méme ordre de
multiplicité et occupent des positions symétriques par rapport & la droite
frontiere A¢). Ainsi, la surface R apparait ici comme une simple image
de R?, fournie comme par réflexion dans un miroir.

Tvidemment, on peut faire prolonger I’élément initial (5,) non seule-
ment au travers de la droite frontiere choisie auparavant, mais encore —
ne changeant que le chemin & suivre et en le faisant traverser des autres

droites frontieres A() — parvenir de la méme maniére aux nouveaux
éléments analytiques de la fonction cherchée (5):
{RL 1)) 1=1,2,..,n (5;)

Rappelons que toutes les surfaces RJ sont ramifiées algébriquement et
qu’elles ont la méme structure analytique. Du reste, au point de vue
purement géométrique, ce sont des surfaces completement identiques. —
Et cependant, il faut les distinguer soigneusement. On ne peut pas les
faire coincider, les valeurs que prend la fonction {(t) aux points homolo-
gues de ces surfaces étant différentes en général. Ce fait se manifeste
d’ailleurs dans la structure géométrique méme de la surface totale de
Riemann de la maniére suivante: chaque surface partielle RJ est ,,collée*
a RY le long d’une autre droite frontiere A (j =1, 2, ..., n) — & savoir:
celle au travers de laquelle on a effectué le prolongement analytique
considéré.

Par ce premier pas sur la voie d’étendre le domaine de départ R de la
fonction étudiée, nous sommes arrivés d’une maniere naturelle au do-
maine dont la composition peut étre représentée symboliquement:
J— n
RY ++ X Ri. La surface ainsi créée compte déja q(n -+ 1) points algébri-

2
ques 7de ramification (6) et (6;). Elle est limitée par n(n — 1) droites
frontieres A% (j=1,2,...,m; k=1,2,...,n— 1), situées le long de
Paxe réel du plan ¢. Il est facile & saisir, en considérant les syméiries et les
tnversions convenables, que ces droites A% se transforment, dans le plan £,
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de nouveau, en segments rectilignes ou en arcs des cercles; ils sont, en
général, distincts aussi bien les uns des autres, que des segments ou arcs
APBP, définis au n® 1.

11 est clair que ce procédé du prolongement analytique ne se termine
pas par cette étape; on peut le continuer indéfiniment, en s’aidant tou-
jours du principe maniable de symétrie. En général, le résultat de chaque
prolongement sera différent de ceux qui ’ont précédé, car dans le plan ,
chaque fois, il faut effectuer 'inversion par rapport a& un autre arc, ne
coincidant — sauf les cas spéciaux — avec aucun arc qui a joué ce rdle
antérieurement. Dong, il en résulte que la surface de Riemann, relative
a notre fonction, {(t), présentera, dans le cas général, une infinité de feuil-
lets. De 1a, la conclusion importante: la fonction cherchée {(t), n’ayant sur
sa surface de Riemann, nulle part, d’autres points singuliers que des
pbles et points algébriques de ramification, n’est cependant une fonction
algébrique, mais — quelques cas spéciaux exclus — c’est une fonction
multiforme transcendante.

Dr’ailleurs, nous n’aurons plus besoin d’examiner dans tous les détails
la structure, trés compliquée sans doute, de cette surface de Riemann, car
nous démontrerons dans la suite que la fonction transcendante étudiée {(t)
devient linéairement polymorphe (voir n° 7) déja sur une surface de Rie-
mann relativement trés simple, & savoir: sur une surface algébrique, & n
feutllets seulement.

5. Pour démontrer le théoréme énoncé plus haut, envisageons —
parmi les éléments analytiques (5;), déterminés au numéro précédent —
deux éléments, choisis d’ailleurs tout- arbitrairement:

{B}; G} et {RI 8@} ( F 7o)

Nous allons confronter les valeurs que prennent les déterminations
£,,(t) et £;,(¢) aux points homologues. Rappelons que deux points homolo-
gues, situés respectivement sur R} et R}, proviennent par symétrie d’un
méme point de la surface £, le premier par rapport & A() et le second par
rapport & AU, Nous elarglrons encore cette définition en entendant par
points homologues aussi deux points qui sont homologues, chacun pour
sa part, au méme point, du reste quelconque.

Les points homologues ont des affixes égales, mais il vient immédia-
tement de la définition méme de ces points que le réciproque n’est pas
vrai. Observons, par exemple, qu’aucune surface partielle R de la surface
totale de Riemann, étudiée ici, ne renferme des points homologues.

I1 est & peine utile d’insister sur ce que la fonction {(¢) prend, aux
points homologues des surfaces R et B2, en général, des valeurs diffé-
rentes: (;(t) + (j;,(t). Mais 'essentiel est tout autre: c’est le fait que ces
valeurs, méme étant différentes, peuvent étre toutefois exprimées, com-
me nous l’avons prouvé au n° 3, respectivement & I’aide de deux formules
qui renferment la méme valeur variable (y(f) (voir (7;) et (7,)), et qui
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d’ailleurs ne différent que par les coefficients; (dans le cas de la surface B,
ces coefficients représentent les parameétres déterminant le cercle (75)
ou la droite (75) dont une partie fait le AgB¢"; dans le cas de Ri*, ces
coefficients se rapportent & A2 B¢).

11 suffit maintenant d’ ehmmer Col(t) entre les expressions mention-
nées plus haut, pour en obtenir la formule définitive, d’une grande im-
portance pour tout ce qui va suivre:

P a8+ bE 8)
Sje T = .
T oGyt das
Dong, les valeurs, prises aux points homologues par les deux branches
examinées de la fonction {(t), sont toujours liées par une transformation
homographique (8); (qui, dans des cas particuliers, peut se réduire en une
simple transformation linéaire).

Ce résultat est susceptible d’une généralisation immédiate. En
effet, les transformations homographiques du type (8), formées avec les
coefficients propres, sont valables, et sans aucune restriction, pour cha-
que couple de points homologues de la surface totale de Riemann (ces
points y étant situés n’importe o). — Cela résulte de ce qu’en vertu
du procédé décrit — chaque prolongement analytique de notre élément
initial (5,), le plus ,,(*lOlgn"’ y compris, se réduit en une ,,chaine’ conve-
nable de ,,symétries’” ou d’,inversions”. Mais alors, les valeurs de (?),
attachées & deux points homologues, et d’ailleurs quelconques, peuvent
étre aussi ,,enchainées’ par un nombre pair de symétries ou inversions. Et
par 13, la démonstration est finie, car chaque ,,produit” de deux symétries
ou nversions engendre, comme on sait, une transformation homographique,

du type (8).

Ce résultat méme renferme déja en, germe le théoréme, annoncé plus
haut, sur la polymorphie linéaire de la fonction étudiée ((t) — voir
n° 7.

En ce moment observons encore — ce qui est d’ailleurs immédiat —
que toutes ces transformations forment un groupe infini discontinu. Ce
groupe est engendré par n transformations convenablement choisies. Pour
obtenir ces transformations spéciales, dites génératrices, on construit les n
,produits”, chacun & deux symétries ou inversions successives, effectuées
par rapport aux segments de droites ou arcs de cercles APBP (qui for-
ment, dans le plan £, un sous-ensemble des frontiéres du domame envi-
sagé). Si les premiéres symétries ou inversions sont prises les mémes dans
tous les n ,,produits” (par exemple, en posant j = §;), les deuxiémes, au
contraire, doivent épuiser tous les cas possibles, exprimés par les égalités:
17=1,2,..,n

6. En vue des applications prochaines, il convient de distinguer les
cas olt le groupe de transformations (8) se simplifie considérablement, en
se réduisant aux groupes de transformations linéaires.
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1°. La fonction auxiliaire { = ¢(z) fait transformer 'arc donné 4B
en un, systeme des segments rectilignes ou en un systeme des arcs circu-
laires concentriques. — On s’apercoit immédiatement que, sous I'hypo-
these admise, le point & I'infini { = o0 constitue le point fize pour toutes
les transformations envisagées ici (voir n° 5). Or les transformations,
ayant un point fixe & I'infini, sont de la forme:
Foo— .l
Ci= aj, -+ by, (81
(on pourrait d’ailleurs obtenir directement ce résultat en partant des
formules (7,) et (7,)).
2°. Touteslesimages { del’arc 4 B sont situées ou bien sur les rayons
issus de l’origine { = 0, ou bien — sur les circonférences concentriques de
centre { = 0. — Dans ces cas-1a, les transformations (8) deviennent évi-
demment: ou des rotations de centre & = 0, ou des homothéties de méme
centre:
Sip = @Gy (8)
3°. Les images en question se trouvant sur des droites paralléles, on
parvient a la relation:
,:jg = :jl + b12- (83)
4°. Enfin, on obtient le groupe le plus simple possible, ne renfermant
que la transformation identique:

G=0 0=12,...m), (84)
lorsque toutes les images de 'arc 4 B sont situées sur une seule droite ou
sur une seule circonférence.

7. L’étude qui nous a conduit & la relation essentielle (8), suggere
I'idée d’introduire, comme élément intermédiaire de notre analyse,
P’expression différentielle suivante, dite la ,,dérivée” de Schwarz:

20" — 3¢"  d? d¢ 17d/ d&\TP? )
_ % = S ele) — S 1S =, ©
o= " = )~ 2 [ ()| = v @
Comme on sait et comme il est facile & vérifier, cet algorithme différentiel

reste invariable par rapport & chaque substitution homographique de la

fonction {(f):
al+ b
D (m) — D). (10)

Observons que par rapport aux transformations linéaires (8;—3), il
existe des algorithmes différentiels fort simples qui jouissent déja de cette
propriété d’invariabilité — a savoir:

d d . d . d¢ "
— — /+I [ _.;__——__;—f]‘t; 11
dt [lg dt (ac ))] dit g dt ¢ 1 ()
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d d

- e = l]’
Clglat) = gt (i,
d d¢ ”
(& = 2 — eixY (¢ 11
T (E+0) T el Wy(t). (i15)

Pour conserver 'uniformité des notations introduites — y compris le cas
le plus simple (8,), ot déja la fonction £(f) méme reste invariable par
rapport & ces transformations — nous posons dans ce cas:

C(t) + Cp = e ¥ W (¢), (11
(les constantes €, et ~ sont choisies de sorte que la fonction V()
prenne, sur les droites frontic¢res 4, des valeurs réelles, et W,(f) — ou

bien des valeurs réelles, ou bien des valeurs ayant un module constant).

Examinons maintenant les propriétés fondamentales de ces fone-
tions Y(¢) ou W, _,(t), définies par les formules (9), resp. (11,_,). La fonc-
tion Y(t), invariante par la iransformation homographique (form. 10), ad-
met par conséquent des valeurs identiques aux points homologues de la
surface de Riemann, relative & la fonetion étudiée £(¢) (voir n° 5, ol nous
avons démontré que les valeurs de {() aux points homologues sont liées
par des relations homographiques (8)). Evidemment, ces propriétés
appartiennent de méme aux autres fonctions: ¥7,4,4,,(f). — En raison de
cela, quand il s’agit de ces fonctions, disparaissent toutes sortes de dis-
tinctions entre les points qui sont homologues. II est done naturel de les

traiter comme identiques — ce qui entraine en conséquenee identifi-
cation complite des surfaces R
1— P2 _ - %
Ri= R2== ... == R}== R}, (12)

auntant qu’elles apparaissent ici comme pieces inhérentes a la surface de
Riemann des fonctions ¥(i) e 2,a(t). Ce modele commun des sur-
Riem les fonct V(1) et ¥, 05m:4(t). C 1el R¥d
aces envisagées (12) se rattachera done a la surface initiale £9 non pas le
f n g 12 attach 1 1 fa tiale R9 1
ong d’une seule droite frontiere, mais le long de toutes les n droites:
long d’un le droite frontitre, mais le long de toutes ] lroites
AW, A3, A, Parlaméme, les surfaces: RS et son. ,,image par reflexion”
R¥ (voir n” 4) — ¢tant, pour ainsi dire, ,,collées” par leurs % bords corres-
pondants — forment ensemble une nouvelle surface que nous désignons
tout court:

n
R,== RY L X 00 4 R} (13)
=
Tel est le domaine d’wniformicité des foncetions: W(t) et ¥, . y(¢). Cette sur-
face Ry, de structure nette et assez simple, & n fouillets seulement, ne
possede plus des frontiéres et, par conséquent, constitue une surface fer-
mée, algébrigue. Cela résulte du reste des formules (9) et (11) mémes, qui
prouvent que les fonctions ¥(t) et ¥, . ((t) ne peuvent présenter d’autres
points singuliers que des péles ot points algébrigues de ramificalion, en

nombre fini.
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Ainsi nous sommes parvenus & démontrer le théoréeme, annoncé ala
fin du n° 4:

Théoréme. Soit z = f(¢) — la fonction analytique cherchée réalisant
la représentation conforme et biunivoque du demi-plan supérieur de la
variable complexe ¢ sur tout 'extérieur de ’arc 4B, tracé sur le plan z.
S’il existe une fonction algébrique { = ¢(z) qui transforme cet arc AB
en n segments de droites ou arcs de cercles, il existe de méme un certain
tnwvartant différentiel de la fonction composée {(t) = @[f(t)] — voir les form.
(9) et (11) — qui sera, lui aussi, une fonction algébrique ¥(t) ou ¥, . (), et
du méme ordre de multiplicité n que la fonction auxiliaire donnée
= g(?).

De plus, la structure de la surface de Riemann R, de ces fonctions
P(t) et ¥, . ,(t) (c’est-a-dire: son genre, le nombre ct 'ordre des points de
ramificalion, ete. — voir n° 10), est intimement rattachée & la structure
de la surface de Riemann E,, relative & la fonction { = ¢(z).

P

Observons que la fonction {(f) méme, sauf le cas 4° du numéro 6,
n’est point uniforme sur cette surface R,. Elle y est linéairement poly-
morphe; cela veut dire précisément que {(f) n’y posseéde pas des points
singuliers essentiels, et deuxieémement: lorsque le peint ¢ décrit sur la sur-
face R, une courbe fermée, y entourant un nombre arbitraire des
points de ramification, la fonction {(¢) subit une transformation ho-
mographique (8), qui peut se réduire dans les cas particuliers & (8;.,).

8. L’analyse développée plus haut nous montre qu’il suffit de déter-
miner, sous la forme effective, la fonction ¥(¢), pour réduire par 1a tout le
probléme & 'intégration de I’équation, différentielle

2:/6/” . :}CI/2 — 2T(t) . é—/z —

— du troisieme ordre, non linéaire (quant aux équations (11,.,), elles
s’intégrent par des quadratures immédiates).

On sait d’ailleurs que Pintégration de cette équation se rameéne
a celle de I’équation linéaire, du second ordre:

T+ 3P . T = 0.

A savoir: U'intégrale générale ((t) s’exprime & I'aide de deux intégrales
particulieres 7';(t) et T',(t) par la formule

) — 0 T & Ca Tl

Ainsi, D'essenticl consiste dans la détermination effective de la
fonction P(t) (ou ¥, - 4(t)). A ce sujet, il convient de faire quelques obser-
vations.

Lorsque le point ¢ passe le long d’une droite frontiere 4 (¢ — réel), le
point { décrit un arc de cercle, ou un segment de droite. Or, on peut
toujours, par des simples transformations homographiques (et méme,
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quelquefois, linéaires), faire représenter ces cercles et droites sur 1'axe
réel. Par suite, et de plus en, conséquence des relations exprimées par les
formules (9), (10) et (11,), les fonctions ¥(t) et ¥,(t) et dans des cas indi-
qués plus bas, aussi les fonctions ¥ , , (f) — n’admettent que des valeurs
réelles pour ¢ réel. De 13, par le principe méme de symétrie de Schwarz, il
vient que ces fonctions prennent des valeurs conjuguées aux points symé-
triques, G et G, de la surface R,:

(a6, = P(6); Py(l) = Wl ).
TLZA (G*) = yll,z,al (G)- (14)

Rappelons que la derniére relation ne s’applique qu’ & des cas ol tous les
APBY sont des segments rectilignes.

Grace & cette propriété importante (14), nous sommes débarassés de
la nécessité d’examiner ces fonctions dans leur domaine d’existence R,
tout entier. Il suffit de le faire sur une seule demi-surface, en choisissant
une d’entre les deux moitiés symétriques de R;, par exemple R9.

Il ne sera, peut-étre, inutile d’ajouter que notre assertion (14) n’est
point équivalente & ¥(t) = P(t) (ce qui marquerait Iuniformité de la
fonction ¥(¢) sur le plan ¢ méme, et alors, ce serait une fonction ration-
nelle!). Notre assertion est plus faible: il n’y s’agit pas des points symé-
triques du plan ¢ (c’est-a-dire, points d’affixes conjuguées), mais — des
points symétriques de la surface R, (pour la définition précise de ces der-
niers points — voir n° 3).

Une remarque encore. Quant aux fonction ¥(1) et ¥,(¢), la propriété
discutée ici se vérifie toujours; au contraire, s’il s’agit des autres fonctions
Yi0:a(t), elle peut ne plus subsister. C’est pourquoi, dans un certain
nombre des cas particuliers, il sera préférable d’introduire 'invariant
différentiel de ,,degré plus élevé‘ (plus compliqué) que celui qui est né-
cessaire pour faire ces fonctions (11) uniformes sur la surface R,.

De plus, les invariants plus compliqués se légitiment par une plus
grande possibilité de transformer les points algébriques de ramification en
points réguliers (comparez la succession des expressions: (11,), (11,),
(11,), (11;) et (9)). Quelquefois, on peut en réussir & écarter méme tous les
points critiques. Mais alors, on parvient a une fonction rationnelle de t, dont
on sait écrire I'expression analytique sans peine et sous une forme bien
effective (voir les exemples I et IV, au n° 14).

9. Dans le cas général, lorsque les procédés spéciaux, dont il a été
question & la fin du numéro précédent, échouent, il convient de recourir
a Puniformisation des fonctions y envisagées (I'uniformisation des
fonctions algébriques réussissant toujours & l'aide des fonctions auto-
morphes).

Soit ¢t = F(w) cette fonction qui sert & réaliser 'uniformisation en
question:
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Y ): M)

= D(w); l = F(w): l

Pioga = Praga10); 1= Fropip(00), j

les fonctions y éerites ¢tant déja des fonctions analytiques uniformes de la
nouvelle variables w (paramétre uniformisant).

En changeant maintenant, dans les ¢quations différentielles (9) et

(11). la variable indépendante par la relation t = F(w), on parvient a:

(15)

. N ki ( LU) 3TF " (U)) P .
) y 4 D) I 2 L R A DA
Py Pw) - F )P+ 5 D [,,,(M]. (16)
) e i) .
—:T(’E == (I)I(N) . l’l(ll) F -11—'],.(;)—, (“)1)
C/(zlJ) oY T (- .
Ty Dy(w) Fo(w); (16,)
$'(w) = Dy(w) . Fy(w). (165)

Lintégration de ces ¢quations accomplie, on exprime la fonction
cherchée z == f(t) par une représentation paramélrique, effective:
b= Flw); 2= g=1(5) = ¢~ "[L(w)] = 2(w). (17)
10. Le probléme de I'uniformisation des fonctions algébriques dé-
pend intimement du genre p des surfaces de Riemann correspondantes.
Il se complique extrémement & mesure que ce genre s’accroit. Dans le cas
le plus simple possible p = 0 — qui n’est nullement, comme nous allons
voir, le ndtre — 'uniformisation peut étre déja obtenue par des fonctions
élémentaires, rationnelles.

Le genre de la surface algébrique fermée de Riemann, @ n feuillets,

s’exprime par la formule:

p=3%0—mn-+ 1. (18)
ol o désigne la somme des ordres de tous les points de ramification.
Appliquons cette formule aux surfaces B, et R,. 11 est clair que ny == n, ~=
== n, tandis que o, = 20,; par suite:

Po=2p, +n— L (19
Il en résulte immédiatement le théoréme: p, — 1. car ¢videmment n =
= n, 2 2. Plus précisément encore: la surface B, ne peut étre de genre un
(py = 1) qu’a condition que la surface R, soit de genre nul (p, = 0). Dans
les autres cas, comme il suit de (19): p, = 3.

11. Dans ce numéro et dans les suivants, nous cxaminerons de pres
le cas: p; =1, le plus simple et, en méme temps, le plus important pour
les applications.

Comme nous avons montré (n” 10), dans ce cas-la:

p.=0; n, =2 0,=2; (0,=4). (20)
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Ainsi, la foncetion auxiliaire £ == @(z) ne peut posséder que deax détermi-
nations, et les deux points algébriques de ramification, H; et 1,. d’ordre
un. Elle transforme Parc donné A B en A}B} et A2B3.

Sans diminuer la généralité du probleme, 011 peut se bhorner a
iwenvisager dans le 1)Lln C que des configurations de trois tvpes sui-
vants:

(a) deux segments rectilignes. situés sur les rayons issus de Porigine
=0

(b) deux arcs de cercles concentriques, de centre

= ()

(c) deux segments de droites paralleles & Iaxe réel.

Les autres configurations se rameénent & celles-ci par des transforma-
tions homographiques convenables.

Linvariant différentiel, dont le probleme exige Uintroduction (voir

d
n°7), sera dans les cas (a) et (b) de la forme (11,): —(17 Ing = W,(1). et dans
ar

le cas (¢): £'(t) = Ws(t) (form. 11,). Dans les cas limites, lorsqu’il arrive,
dans le plan ¢, que les deux segments s’y trouvent sur une scule droite, ou
deux arcs — sur une seule circonférence, nous aurons tout simplement la
relation (11,).

Il est facilc & vérifier que ces fonctions W,,,,,(t) prennent, pour ¢ réel,
des valeurs réelles — sauf le cas (b), dans lequel la fonction ¥y(f) admet
des valeurs purement imaginaires. Par conséquent (voir n° 8), dans tous
les cas, il suffit d’examiner ces fonctions en se bornant a la seule demi-
surface RY.

Or, ayant égard aux 1('>t110t10nx fixées au numéro 2, concernant la
position des extrémités de 'arc donné par rapport aux points singuliers
de la fonction auxiliaire { = ¢(z) — nous sommes siirs que les ordres des
points de ramification de la fonction {() = [f(t)] seront les mémes que les
ordres des points correspondants de Ta fonction donnée ¢ = @(2), ¢’est-a-
dire, de premier ordre.

Cela étant, il est immédiat que les développements valables aux
voisinages des points de ramification de la fonction cherchée I(t), sont de la
forme:

mEI sy St — g 21)
2 e

) =
ou t, désigne Paffixe du point de ramification considéré, (entier w est
négatif, lorsque dans le plan { 'image du point de ramification correspon-
dant passe & Pinfini: {(t,) = c0).

En partant de ces développements, et de ceux qui se rapportent aux
poles et aux zéros de la méme fonction {(£), il est ais¢ de déterminer des
points correspondants desfonetions ¥, (t) et ¥s(t). Cest ainsi que 'on cons-
tate immédiatement, en tenant compte de la form. (21), que tous les qua-
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tre points Hy, Hy, H, ot H,, d’affixes t,,, typ ty, b ¢, sont aussi pour la
fonction ¥,(t) des points de ramification d’ordre 1. Quant & la fonction
W,(t), tout cela reste vrai, sauf le cas, ou tous les coefficients c,, ayant
des indices paires, s’annulent: ¢,.,, = 0, et de plus {(t,) = 0 ou bien
{(t,) = oo; (dans ces cas, et dans ces cas seulement, ces points de ra-
mification H se transforment en péles de la fonction W,(f)).

Quant aux pdles et zéros de la fonction {(¢) méme, de Pordre r et de la
multiplicité s respectivement, ils se transforment en pdles simples de
Y,(t), et de résidus égaux resp. & — r et +s. Ensuite, par rapport & P(t).
les pdles de la fonction () ne changent qu’en augmentant leur ordre
d’une unité.

12. Comme nous avons déja mentionné a la fin du n° 1, les con-
tours des domaines & transformer ne précisent la fonction, réalisant la
représentation demandée, qu’a une transformation homographique pres,
a coefficients réels.

Pour enlever ce caractere arbitraire et pour simplifier Paspect
formel du probleme, il suffit de normaliser d’une fagon appropriée la
fonction de la représentation cherchée, {(t), en y fixant trois de quatre
parametres réels qui déterminent la position, sur la surface £, des points
algébriques de ramification.4) Dans le cas simple, envisagé ici (p, = 1),
nous posons (comparer aussi la fig. 2):

L L 21%
m =L g, 7 mT Lo lg, = — e (21%)
le quatriéme parameétre réel doit rester variable pour pouvoir faire satis-
faire & toutes les conditions géométriques du probleme (nous l'avons
désigné par 1:£', et non par k, en vue de simplifier ’écriture ultérieure
des fonctions elliptiques dont nous feront usage courant dans la suite).

13. Dans le cas actuel (p, = 1), la surface R, est de genre un (voir
n° 10 et 11). Comme on, sait, toutes les fonctions uniformes sur une telle
surface peuvent étre uniformisées a ’aide des fonctions elliptiques (c’est
pourquoi, on appelle les surfaces de Riemann de ce genre — , surfaces
elliptiques‘‘).

Drailleurs, il reste toujours une grande liberté de choix d’une telle
ou telle fonction elliptique, menant a P’effet. Dans la suite, nous ne ferons
usage que des fonctions elliptiques, dites de Jacobi, et de leurs expressions
analytiques par les fonctions entiéres périodiques, dites ,théta‘“,?) car ces

4) Observons encore une fois que la fonction {(t) méme (ainsi que sa surface de
Riemann, tout entiére) posséde des points de ramification en nombre infini, mais
tous de mémes affixes que ceux qui font partie de la surface simple algébrique R;.

) Ayant égard & une grande variété entre leurs notations, méme les plus
usuelles, remarquons que dans tout ce travail, nous suivons, d’une maniére consé-
quente, le systéme des notations qu’avaient employé Tannery et Molk dans leur
ceuvre: ,,Fonctions Elliptiques* (Paris 1893—-1902).
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fonctions semblent étre les mieux appropriées aux diverses applications,
et particulierement, aux exigences des calculs numériques, souvent fort
pénibles.
Nous précisons donc la form. (15) sous la forme:

sn(2Kw; k) 1 94(w| 1)
en(2Kw; k) 1/707 “y(w | T)
Cette fonction elliptique F(w) qui est Vinverse de Uintégrale elliptique de
premiére espéce:

t = F,3(w) = — isn2iKw; k') = (22)

t
2Kw = f _,“_dt__&-, (23)
Vo + e+ e
0
1

o ds o R —
(Aﬁfy’(f—,g— m’ff—mm,k_l,l_kz)
0

possede deux périodes: 1'une réelle et I'autre purement imaginaire; elles
sont égales respectivement a 1 et 27, ou:

_— 1 I{l.
T=1 Vi
inversement:
: — (0] 7)
s 1 70 _4_~ 24
1x>_7219§(0]r) etu_wo{r) (24)

Le fait que la fonction (22) uniformise localement les fonctions
étudiées s’explique tres facilement: elle admet, aux voisinages des points
(voir la fig. 2):

<

Wy, = W5, = — (mod 1, 7) \

1
Wy, = Wg, = j—_'r (mod 1, 7),

¢

et ‘ | (25)

qui représentent des images des points de ramification (21%) — des dé-
veloppements en séries entiéres, de forme

2
t—i= 2ikK? (w — ;) SR (26)
donc, ne renfermant pas le terme en premier degré.

Quant & sa propriété principale, & savoir: de réaliser I'uniformisation
non seulement localement, mais aussi globalement, sur toute la surface de
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Fig. 2.

Riemann £2, — clle tient & ce que la fonction (22) réalise la représentation
biunivoque de chaque rectangle de périodes®) sur toute la ,,surface ellip-
tique** de Riemann, & deux feuillets, R (ce que montre, d’une maniére
schématique, la figure 2). — Cette représentation est conforme partout.
sauf les points (25), ot (voir 26): I, 4(w) = 0.

Ajoutons en outre que la fonction elli)tique (22), du sccond ordre,
impaire, et qui n’a dans un rectangle de périodes que deux poles simples.
aux points w== 4(mod 1, 7), et deux zéros simples, aux points w == (
(mod 1, 7) — prend des valeurs égales non seulement aux points congri-
ents (mod 1, 27), mais aussi aux points symétriques par rapport & chacun,
de points (25).

Insistons de plus sur ce qu’il est, en général, préférable d’introduire
le paramétre uniformisant w directement aux équations différentielles
(16, ou 16,), car on, y supprime, par 13, les points de ramification. — Dans
le cas examiné (p; = 1), les deuxiémes membres de ces équations étant
des fonctions elliptiques, il est relativement aisé de les exprimer, sous la
forme finie et effective, par les fonctions théta de Jacobi et leurs dérivées
logarithmiques. Observons ici que 'on connait deux modes de décom-
position des fonctions elliptiques en éléments simples (analogie avec dé-
composition d’une fonction rationnelle en fractions simples): en facteurs
simples, exprimés par fonctions théta, ou en somme des dérivées logarith-
miques de ces fonctions. Pour établir cette décomposition sous la pre-
miére forme, il est nécessaire de connaitre tous les poles et zéros qui sont

6) Comme on sait, le ,,domaine du rectangle de périodes‘‘ ne contient qu’un ¢oté
de chaque couple des cdtés opposés; quant & ses sommets, on ne compte au domaine
propre qu'un seul — celui qui fait l'intersection de deux cdtés englobés au domaine.
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situés dans un sceul rectangle de périodes. La deuxieme, au contraire,
n’exige que la connaissance des poles seuls, mais alors il faut connaitre
aussi leurs parties principales. Tantdt 1'une, tantot Cautre forme est
done préférable.

11 est claiv que les poles et zéros de la fonction Wy.s(t) étant connus
(voir n° 11), et la fonction (22) fixée, on peut déja déterminer les poles et
les zéros des deuxiemes membres des équations (16, ou 16;), et par suite
établir, sous I'une ou Pautre forme effective, leurs expressions analytiques.
Cela étant, U'intégration se fait par les fonctions elliptiques et fonctions
théta (voir I'exemple 11 au numéro suivant).

14. Pour ne pas se limiter aux considérations générales et, de plus,
pour montrer la mise en ceuvre de la méthode développée dans ce travail.
nous allons maintenant appliquer & la recherche des solutions de quel-
ques exemples. — Bien que, dans tous les exemples, le genre de notre
surface fondamentale de Riemann R est le méme (p, = 1), le mode dont
il y faudra appliquer Ta méthode générale. sera chaque fois quelque peu
différent.

Exemple i. Trouver la fonction analytique réalisant la représentation
conforme et biunivoque du demi-plan t sur tout Uextérieur d’un arc quel-
conque de parabole.?)

Dans le plan z = @ + iy est donné un arc AB de parabole, apparte-
nant & la famille & un pm'a‘m‘etrc No: y* = 4nir -+ 4nk. — La fonction

= =gl =

dont les points de ramification sont: z, = o0 et z,, = 0 — transforme
cet arc AB en deux segments APBP et APBP, situés sur les droites
n = - 1,, symétriquement par 1a,pport au pomt { = 0.

La polymorphie linéaire de la fonction fondamentale (5) se manifeste,
cette fois, par le groupe simple de translations, du tyvpe (8;), & savoir:

Sy = Gy — 4y, (28)

Il est donc immédiat que (11y): C'(f) = W,(t) forme déja I'invariant
différentiel de ce groupe. — Des lors, deux procédés s’offrent a suivre.
Le premier, plus typique, ¢’est 'uniformisation de W(t) par les fonc-
tions elliptiques. Mais dans cet exemple, autre procédé, indiqué au
n° 8, se montre plus approprié. Son essentiel consiste en ceci que Pon

passe & Uinvariant ,,plus haut*
"y _d

Yi(t) = Z-T(T) = { lg —

7) Voir plus haut note 1); il y faut cependant tenir compte d’un certain man-
que de conformité entre les notations employces ici et dans le travail y cité.
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5-1

£(t)

invariable par rapport au groupe de translations).

(Palgorithme intermédiaire 2 n’est pas convenable, car il ne reste pas

La fonction z = f(t) n’ayant dans le domaine R? des points de rami-
fication, il vient de la form. (29) et des remarques générales, faites au
n° 11, que la fonction ¥, (¢) doit étre une fonction rationnelle. D’ailleurs, on,
arrive aux mémes résultats en formant les développements de {(f), vala-
bles aux voisinages des points (21%*). Pour les obtenir, il faut songer & ce
que la fonction z == f(t) possede au point H; un pdle simple, et au point H,
— un zéro simple. Par suite (comp. 21):

t)::Vﬁﬁ::4hm%-+(t—-@)%-§ oyt — ty)% (30)
%=0

ow: m =0, 1, 42, ...; €y,z; — coefficients réels, et ¢, + 0; I'exposant

—1% se rapporte & un ensemble infini des points de ramification de la

fonction £(t), situés par-dessus des points H, et H,, tandis que ’exposant
-+ concerne les points qui se trouvent au-dessus de H, et H,.

11 vient de ce méme développement que la fonction ¥,(t) a, aux
points (21%), des pdles simples dont les résidus sont égaux resp. &
—3,—3,—1, —13. Deplus,elle ades pdles simples avec les résidus = 1 aux
points ¢ = a et t = b. Ce sont déja tous les pdles possibles de cette fonc-
tion. Il s’ensuit done, ayant égard encore & ce que le point ¢ = 00 forme,
pour ¥,(¢), le zéro simple (cf. form. 4 et 29), que sa décomposition en
fractions simples se présentera sous la forme:

0 1 1 1/ 3 3 1 1
T P 2t~i+t+i+ T 7| ©b

[ B
=% + 7

En intégrant cette équation, il faut tenir compte de la normalisation

admise: {(H,) = £ (k—l,) = (; par conséquent:

f (t — a)(t — b) dt bde (32)
(L4 BT+ )1 &)

Chaque intégration, fzmszm’c entrer des constantes, leur nombre peut
dépasser le nombre de parameétres nécessaires pour obtenir toutes les
configurations géométriques possibles et conformes au probléme traité.
Tel est le cas étudié: 'expression (32) renferme quatre constantes réelles,
tandis que le nombre de parameétres indépendants, comme il est facile &
s’apercevoir, doit étre égal & trois. Cela tient & ce qu’il faut ici satisfaire
a la condition géométrique évidente: les deux bords opposés de la cou-
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Pure 4ALBD (et de méme A‘f’B‘g’) doivent constituer un contour fermé,
e qui ¢xige analytiquement que Pintégrale (32), prise tout le long de
Paxe réel (— 00 < 7 <<+ ), soit égale & zéro. De 1a vient la relation:

1
1 KK T/1 = k22
=1 ; < —1; |E= ——ds]. 3e
= =7 »= (la fl/ — ds’) (33)
0

De plus, I'image {; de l'arc AB se trouvant sur la droite # = 1,
(Im ¢,(r) = 7,), on peut exprimer le parameétre ¢ comme il suit:

2 2
0< c— 20 (g — g2y < “10ge, (34)
= % ==z
C’est ainsi qu’il ne reste, en effet, que trois parameétres indépendants,
P. ex.: 9y, k' et a (ou b).

Exemple Il. Arc d’ellipse.

Considérons, dans le plan z, une famille d’ellipses confocales, dont les
foyers sont situés aux points z = F ik et dont les azes sont égaux a
01+ 0y 06 01 — 05 (40,02 = 1%).

La fonction algébrique auxiliaire

2
L=l = e+ V=1, (Zf— ¢+ %) (35)
transforme un arc A B, arbitrairement choisi sur une ellipse appartenant
a la famille indiquée, en deux arcs APBY et A?’B‘g’, situés sur les cercles
concentriques: || = g, et [{| = 0,

11 en résulte que Vinvariant différentiel, se rapportant au cas actuel,
a la forme (11,). Cependant, il sera mieux de s’appuyer sur 'équation
(16,) qui renferme déja des fonctions uniformisées. — Cherchons a
décomposer son deuxiéme membre @Py(w) . Fy(w) en éléments simples
(n° 12).

C’est une fonction elliptique.

D’abord, tous les points (25) (qui forment les images des points de
ramification de la fonction {(¢)), deviennent points réguliers du produit
étudié. Pour montrer cela, envisageons, par exemple, le point Wy, = %1
et éerivons le développement, valable & son voisinage (voir form. 26):

Dy(w) = ) dg — f) (1 + oz ) _

: Lo dz 2\ e
C_
= __1%; + Co+ Oy (w— J7)+ .. (36)

d’autre part (voir form. 22), la dérivée:
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dt ) — ’7]& Fy(w | 7) Pyl | 7)
dw 0) = s P2 | 1)

poxsé‘dc au point w,, = 37 un zéro simple — ce qui acheve la démon-
stration.

En deuxiéme lieu, remarquons que les points w,= } (modl, 7),
formant les pdles doubles de la dérivée Fy(w), sont néanmoins réguliers
par rapport au produit @,F,, car le premier facteur @, y a des zéros
doubles (en, effot' by = .F'(—l) = oo et, d’apres (4) et (35); au voisinage de ce

point = {, Jr —l— 2.

(37)

pald 57
> () et STEQ sont, aux points corres-
Clw) (1)
pondants, ou bien toutes les deux réguliéres, ou bien y possédent des
poles simples et, de plus, avec les résidus égaux.

Par conséquent, en tenant compte des propriétés principales des
fonctions {(2) et t = Fy(w), et de celles qui en, résultent immédiatement
par le principe méme de symétrie de Schwarz, on peut dresser le tableau
suivant, ot ’on trouve la position de tous les péles de la fonction ellipti-
que, formant le deuxi¢éme membre de I’équation (16,):

Outre ces points, les fonctions

WE= We, = U + 10y (Mmod 1, 27); t = 145 (= 0O

W= Wy = Uy — 10 (Mod 1, 27); = lo; £ =0 (38)
W= T — W (mod 1, 27); t=1ly; {=0
w7 — W, (mod 1, 27); t=tw; {=

Ce sont, comme il est aisé & vérifier, des pdles simples, avec des résidus:
1, 41, 41, —1.
11 vient donc de cette analyse:8)

Cw) Y 90— 3 1 20) - 0 a1 | 20)
KOS (w — we, | 27) -+ 7, (w — we, | 27) + 3. (w + wey | 27)

- gﬁ (w -+ We | 27) + 4 + iB; (39)
4

d’ow: .

H(w — we | 27) Fy(w + we | 27)

(w0 — we, | 27) Fy(w + Wy | 27)
Dans cette formule, nous avons posé 4 = 0 et B = 2z — ce qui cst

nécessaire pour que les conditions géométriques du probléeme: |{(u)|=

L(w) = — p,edimw (40)

8) On trouvera les mémes résultats, mais obtenus par I’application d’une autre
méthode (et exprimés dans les notations un peu différentes) dans le travail: J. BON-
DER: ,,Odwzorowanie podobne zewnetrza dwéch dowolnych lukéw kél na zewnetrze
dwoch két, Warszawa 1935, 114—120.
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Const. == p; et {(37) = — C(§ + $7) = (— 1h), soicnt satisfaites. De
51 2 5

14, en utilisant les formules connues, concernant les transformations des

fonctions théia, nous trouverons:

|-

ho— Zglci”(’*ﬁ””«) et 0y = I"-,(u + I)I - Qlozin(t»f‘ziv,,) e, (4”

Ainsi, par le systeme des formules (35), (40) et (22), nous avons obte-
nu une représentation paramétrique. et expressément effective, de la
fonction cherchée z = f(t)

Exemple 1l. Arc d’hyperbole.

Envisagcons une famille d’hvpvrbo]os' confocales ayant leurs foyers
aux mémes points que précédemment: z = F k.

La méme fonction auxiliaire (35) tmnsforme aussi un, arc a1b1tranv
d’une hyperbole de Ja famille indiquée — en deux segments, situés sur les
rayons issus de Uorigine { = 0 et faisant avec 'axe réel les angles: + y.

Aufond, cet exemple ne différe du précédent que par le fait que dans

le cas actuel — au lieu de 'inversion par rapport aux circonférences
(oncentrlque |} = Const. — nous rencontrons des symétries par rap-

port & des droites passant par { = 0. 1l en résulte que dans I'équation
différentielle (39), il ne faut que de transposer les résidus de son deuxiéme
membre, & savoir: ils sont maintenant, aux points correspondants, égaux
resp. & —1, —1, -1, 4-1.

Par suite, on arrive définitivement & une formule tout analogue a
(40). Une différence se manifeste seulement par ceci que toutes les deux
fonetions 9, se trouvent au nominateur, tandis que les 94, toutes les deux.
sont au dénominateur; et Pautre différence: au licu du cocfficient
— o€ il v apparait: $hel; (y = 2nuy).

Exemple 1V. Arc d’un ovale de Cassini.®)

La fonction auxiliaire

L= gle) = |2 — 2 (42)
transforme un, arc arbitraire AB d’un ovale de Cassint (v* + y*)? -
— )hz(ﬁ y?) = p* — h%en deux arcs, situés, d’une maniére symetrlquo

sur la méme circonférence || == p. Par suite de cette configuration parh—
culi¢re, on trouve, d’aprés n° 6, p. 4°, que la fonction {(t) = @[f(t)] méme

est déja une fonction algébrique, uniforme sur la surface de ff'z' emann ,,el-
liptiqgue” R,. 11 est donc immédiat, par la form. (42), que la fonction
cherchée z = [(t) sera de méme une fonction algébrique.

On voit ici clairement, comment dans certains cas, tels que le pré-

?) Ilsemble que la fonction, réalisant la représentation conforme et biunivoque
dont il s’agit dans cet exemple, a ét6 établi, pour la premisre fois, mais cn se basant
sur des considérations moins générales qu’ici, dans la communication présentée par
Pauteur au VI Congrés Polonais de Mathématique en 1948 — voir: Supplément aux
Annales de la Soc. Polon. de Mathém., T. XXTI, Krakéw 1950, 40-—42,



sent, on peut — sans aucun calcul, en utilisant seulement la méthode
développée dans ce travail — établir aisément la propriété caractéristique
de la fonction réalisant la représentation conforme demandée.

Quant & la détermination effective de cette fonction, on pourrait
évidemment faire dés lors 'uniformiser par les fonctions elliptiques.
Mais, dans ce cas, il s’offre (comparer n° 8 et I’exemple I) un autre point

’ t )
de départ: I’équation différentielle %((7)) = W,(t), car la fonction Y,(t),
dans les conditions actuelles, est déja une fonction, uniforme sur le plan t
méme (on peut s’en, convainere facilement en écrivant, dans la form. (42),
sous le signe de radical, le développement en série entiére de la fonction
z == f(t), aux voisinages des points ¢ = i et t = i:k’, et en prenant ensuite
sa dérivée logarithmique). C’est donc une fonction rationnelle dont les
poles Hy, H,, H, et H, sont simples (avec les résidus égaux & %, 4, —1 et

2
=3

Comme il est facile & vérifier, outre ces pdles, la fonction W,(t) a en-
core des poles, aussi simples, avec les résidus —1 et 41, aux points:
t =1, et t =1,.

En se rendant compte encore de ceci que le point ¢ = o0 est un zéro
double de la dérivée f'(t), et de ('(¢) aussi — nous parvenons, quelques
calculs simples effectués, & la formule:

“(t) = golo ti‘”]/“ DY — 1) (43)
s A

D’entre les six parametres réels qui figurent aux form. (42) et (43),

seulement quatre peuvent étre indépendants. Pour obtenir la relation qui

manifeste ceci, il faut exprimer analytiquement le fait suivant. Soit £,

le point du demi-plan supérieur qui est représenté sur z = 0 et, par con-

séquent, sur (= 4 ik. Ainsi, on a: k24 [{(t,)]> = 0. D’autre part:

. d¢ -z
) = 12| ) = e | ) =, 44
) [dth* e = ], e (14)

z=0
d’ouil vient que ¢, est un zéro de {'(t), mais un zéro simple, car f'(t,) + 0.
Par suite, c’est un, zéro double de I’équation, algébrique:

R2(t — o )2(t -+ D)KL+ §) -+ g220(t — i3t — i)'t — i) = 0. (45)

De la vient la relation cherchée; plus exactement: quatre relations en
nombres réels, (44) et (45); et encore: le fait que le point ¢, n’est plus, pour
la fonction z = [(t), un point de ramification.

En terminant, ajoutons encore une observation générale: dans des
nombreux cas spéciaux (comme, par exemple, lorsque I’arc 4B est un arc
symétrique), les résultats obtenus plus haut, concernant cet exemple et
les précédents, subissent des simplifications essentielles.
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