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Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 1(76) 1951

LA CONNEXION ET LA NORMALE DE L’HYPERSURFACE
DANS L’ESPACE RIEMANNIEN DU POINT DE VUE DE LA
GEOMETRIE AFFINE.

F. NOZICKA, Praha.
(Regu le 20 Janvier 1951.)

Cet article forme un complément & un article antérieur. On montre
ici que Yinduction métrique est un cas particulier de I'induction
affine ce qui prouve I'importance des définitions affines du vecteur
affinonormal et de celle de la correspondance induite.

Considérons un espace & n dimensions, ou tout au moins un certain
domaine D de cet espace et supposons un espace a n — 1 dimensions
(holondéme) défini dans le domaine D. Si 'espace donné & » dimensions
(Pespace préexistant) est doué d’une métrique réguliere dans D, ce
qu’on appelle 'immersion de ’espace & n — 1 dimensions dans D est
bien clair. Le tenseur métrique de I’espace préexistant étant donné, on
sait comment construire le tenseur métrique (dit tenseur métrique
induit) de la variété & n — 1 dimensions et la connexion métrique de
cette variété. On voit alors que l'espace préexistant détermine (on dit
qu’il induit) dans 'espace immersé une certaine métrique dite métrique
induite. Au sens précédent on parle brievement de I'induction métrique.

L’espace préexistant étant affin général, le probleme d’immersion
d’une variété & » — 1 dimensions dans cet espace devient naturellement
plus compliqué. J’ai discuté ce probleme dans mon article ,,La connexion
et le vecteur affinonormal & direction invariante de ’hypersurface dans
’espace affin‘ publié dans le Casopis pro péstovéni matematiky a fysiky,
Praha, 75 (1950), 179—209.*) De la connaissance du vecteur affinonormal
de la variété résulte la définition de la connexion induite par ce vecteur.
Au sens de cette définition on parle de 'induction affine.

L’article présent n’est qu'un complément de I'article cité plus haut.
Je veux montrer ici que 'induction métrique est un cas spécial de I'in-
duction affine ce qui prouve l'importance des définitions affines du
vecteur affinonormal et de celle de la connexion induite.

* Cet article est indiqué dans ce que suit par [I] (dans les notes 3, 4, 8, 9,
10, 11, 15).
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I. Considérons un espace riemannien V, & n dimensions!) de
coordonnées &%, x = 1, 2, ..., n, dont le tenseur métrique g;, = ¢2.(&%)
est défini positif. Soit V,,_, I'hypersurface dans V,, (& n» —1 dimensions)
déterminée par les équations paramétriques suivantes

=8¢, a=12,..,n—1 (1)

Dans ce que suit nous supposerons I’existence des dérivées partielles
par rapport & £&* continues du premier ordre (au moins) pour le tenseur
gs. et existence des dérivées partielles par rapport & 9% continues du
second ordre (au moins) pour les fonctions £*(n%). De plus nous exclurons
de nos considérations tous les points de I'hypersurface V,_;, ou le rang
de la matrice (B, B ..., B?),a=1,2,...,n—1, B’ = %, est plus
petit que n — 1.

Le tenseur ¢q, = ¢ap(1?®) défini par

Gav = 91, BIBY (2)
est dit tenseur métrique induit de la variété V,_; plongée dans V.

Théoréme . Sous les suppositions faites plus haut le tenseur métri-
que ¢, de la variété V,_, est défini positif.

Démonstration: Considérons la forme différentielle quadratique
gan d&* d&r. Par hypothese cette forme est définie positive; cela entraine
que cette forme ne peut s’annuler qu’au cas ou dé* = O pour 1 =1, 2, ...,
n. Le long de la variété V,,_, on a

d&* = B dne. (3)

Supposons que dzn?® n’est pas identiquement nul (d#? est alors pour
au moins un indice a différent de zéro). Cela posé, les éléments d&?
déterminés par les équations (3) ne sont pas identiquement nuls. C’est
la, conséquence de la supposition que le rang de la matrice (B%, B, ... B?)
est n— 1 dans le domaine considéré de la variété V, _,. Il en résulte
que g, d&* dé# > 0, et, d’apres (3), (2),

Gou AEH A& = g3, BL B Ayt A = gog dn® dp® > 0,
ce qui démontre le théoréme.

D’apres le théoréeme précédent on peut introduire dans V,_; le
tenseur contravariant ge® = gb¢ par la définition suivante

1 pour a = b,
0 pour a = b.
La connexion métrique du tenseur ¢, dans V,, est

{/1,)/4} = %gm(alga# + a#glrx - aagl,u)-

1) n > 1 est un nombre entier.

9*ger = 05, o 0f = { (4)



La connexion métrique induite au sens de I'induction métrique
dans V,,_; est ensuite

{5 = 39°%0u9ap + CoJaa — Oafa)-
2. Introduisons maintenant le vecteur tangent £, de la variété
Vn_1 parles équations
By, =0, g¥t;t, = 12). (5)

C’est la méme définition du vecteur tangent ¢, que celle du vecteur
tangent de I’hypersurface dans 'espace affin®) en y ajoutant la relation
g*t;t, = 1 ce qui exprime la normalisation métrique du vecteur tangent
(vecteur tangent au sens de la géométrie affine). Par suite des hypothéses
faites au No. 1, la solution ¢, des équations (5) existe et est unique (ab-
straction faite de 1’orientation).

Définissons le vecteur »* par les relations
wt, =1, W’/ 4, =0, (a=1,2,..,n—1), (6)

ou t, est la solution des équations (5),\/, est le vecteur symbolique de la
dérivée de Lagrange, ¢’est-a-dire,

0
Vaty = Out, — { £} B%, <8a = E}E)
Les équations (6) définissant le vecteur n* sont les mémes que celles
de la géométrie affine pour le vecteur affinonormal?).
Les équations (6) sont connues dans la géométrie affine sous le nom
de ,,Conditions de Ricei pour le vecteur affinonormal®.5)

Introduisons encore le second tenseur métrique de la variété
Vi1 hav = BIV oty (7)

Théoréme 2. Le rang du tenseur %, étant n — 1, le vecteur

) n = g, ®)

est la solution unique des équations (6).
Démonstration: En partant des équations (8), (5), on obtient facile-
ment o
n't, = g"*t, b, = 1,

o a
W\ gly = ¢*%t,Jal, = 0, car w (g"*taty) = 0 et encore

2) g]"’ est lo tenseur contravariant 1ié au le tenseur ¢,, Par les relations

0= 0= o b i v
3) Voir [I], p. 180
4) Voir [I], p. 182, 185.
5) J. A. SCHOUTEN: Der Ricei Kalkiil, p. 136(43), P- 141(74a).
6) Le tenseur bien connu en géometrie affine.
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0
a—na (gmtatv) = Va(g"“tah) = 2gmta¢Vatw7)
On voit alors que le vecteur 7 est une solution des équations (6).

o
Il faut ensuite démontrer que le vecteur n” en est la solution unique.
Supposons alors qu’il existe au moins un autre vecteur n* différent du

°
vecteur n” et satisfaisant aux équations (6). On pourrait écrire un tel
vecteur comme il suit

n' = n’ + Bhe, : 9)
ou v¢ est un vecteur dans V,,_; qui n’est pas identiquement nul (car nous
supposons n” == n*). D’aprés notre supposition le vecteur n’ satisfait
aux équations (6) d’ou résulte la condition nécessaire n*\/,t, = 0. En
tenant compte de (9) on peut écrire cette condition

Wby + By (Valy) v = 0.
Mais le vecteur n* satisfait aux équations (6) et donc n'\/t, = 0.
D’apres la définition (7) on peut ramener notre condition & la forme
hgav® = 0. (10)
D’apreés ’hypothese du théoreme le rang du tenseur Ay, est n — 1.
Le systéme des équations (10) a alors une seule solution triviale v% = 0,
ce qui méne, d’apreés (9) & I’égalité m” = »’; mais c’est contradictoire,
car nous avons supposé n’ == n’.

Remarque 1. On voit d’aprés ce qui précéde que le vecteur n?,
défini par les équations (6), donc par les équations qui définissent sous
les mémes suppositions®) le vecteur affinonormal dans la géométrie

affine®) est identique avec la normale métrique n de la variété Vi
(si Pon normalise le vecteur tangent ¢, d’aprés la derniére des équatiohs
(5)). La normale métrique est alors un cas spécial du vecteur affinonormal
défini par les relations (6) dans la géométrie affine.
Introduisons encore les éléments B% par les relations suivantes:
1 poura = b
’ 11
0 pour a == b. (1
Les éléments B2 sont bien déterminés par les équations précédentes.

BrBY = 60, Bbwr =0, (6 :{

o
Construisons maintenant la connexion I'¢, dans V,_,')
o o
I'e, = B2\, By (12)
7) On sait que le tenseur gz" satisfait & la relation Va!]h = 0.
8) Voir [I], p. 181.

9) Voir [I], p. 185.
1) Voir [1], p. 183, 185.
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0
C’est la connexion induite par le vecteur »* [voir (8)] dans V,,_;, laquelle
on nomme connexion innée au sens de I’'induction affine.19)
o o
Théoréme 3. La connexion /¢ induite par la normale »* dans V,,_;

(définie dans (12)) est identique avec la connexion métrique { &} dutenseur

métrique gqp dans V,_; (définie & la fin du No. 1), c’est & dire
Iy, = BN, By = 39°(Cufap + Ovgaa — Oafud) = {4p}- (13)
Démonstration: Désignons le vecteur symbolique de la dérivée co-
variante appartenant & la connexion I'¢, [définie au (12)] par le sym-
bole 'V. 1 résulte de (12), (2)

"VeGap = acyab — :Lgdb — Fgcgad = 8c.qab - BZ(VaBﬁ‘) Jab
— B2 (\/4BY) gug = OcGap — BEBYBE(N/uBY) gop — (142)

— BiBSBYVuB?) geo-
Parce que la relation

2 ° N 1 pour & = «
. BaR? 9 8 ®
BiBY = 02 — t,n?, ou ¢ {O 9 ’

est valablel!), on peut par exemple ramener le second terme & droite
dans I'équation (14a) & la forme
BEBIBE (VaBg) gop = (68 — tan®) B{(VaB{) gop = BY(VaB) 9up —
- tanaBbﬁ(VWBg) gop — Bbﬂ(VaBZ‘) Jups
car, d’aprés (8), (5),
t,n?BE(\/uB%) gop = to9”"t,(NVaBE) gopg = BEtp(VuB2) tx = 0.

D’une maniére analogue on peut transcrire le troisieme terme
a droite dans (14a). On donne alors & la relation (14a) la forme

Iv:gab == acgub - Bbﬂ(VaB:) go‘ﬂ_ B;(Vng) Jae =
= Ocfap — BE(VaBY) gap — BV BE) gga- (14b)
Sile symbole ¥/, désigne le vecteur symbolique de la dérivée de Lagrange,
on a

Vegar = 0Jar = NVe(BEBgap) = 9apBEVeBE + 9upBINeBY,
car \/.g.s = 0.12) Parceque pour les variétés holonémes la relation

VeB% = V,B% a lieu, on peut, par suite de (14c), mettre la relation
(14b) sous la forme

o

’

Vegar =0 (15)
ce qui est la condition nécessaire et suffisante pourque la connexion
o
I'¢, soit'la connexion métrique relative au tenseur métrique g.,» dans
Va

—1-

1) Voir [I], p. 182.
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Remarque 2. Le théoréme précédent montre que la connexion in-
duite dans 'hypersurface V,,_; plongée dans V,, au sens de la géométrie
riemannienne est un cas spécial de l'induction affine. La connexion
{&} relative au tenseur métrique g,, dans V,_; est identique avec la
connexion innée, bien connue dans la géométrie affine,1®) lorsqu’on
introduit la normalisation métrique du vecteur tangent ¢, (la normali-
sation g*f;t, = 1). Mais ce résultat a été démontré sous I’hypothése
que le rang du tenseur kg, était n — 1. Dans ce qui suit nous discute-
rons le cas ou le rang du tenseur A, est plus petit que » — 1.

3. Nous supposerons maintenant que le rang H du tenseur kg, est
plus petit que n — 1. H est alors un nombre entier tel qu’on ait

0<H<n—1. (16)

En faisant cette hypothése déterminons le vecteur normal 7* de la
variété V, _; par les équations

wt, =1, n"\/,t, = 0, (17)

ou t, est le vecteur tangent défini par les relations (5). Nous nous pro-
posons maintenant de trouver [sous Uhypothése (16)] toutes les solutions
des équations (17), ¢’est & dire, de trouver tous les vecteurs n” satisfaisant
aux équations (17). Mais faisons d’abord la remarque suivante:

Le systéme des équations homogénes
T = 0 (18)
(c’est un systéme de n — 1 équations homogeénes pour n—1 inconnues
ub) a, sous ’hypothése (16), une infinité de solutions non triviales
(différentes de zéro) pour le vecteur ub. Nous pouvons toujours trouver

n—H —1 vecteurs linéairement indépendants u® wbd, ..., u® qui
1 2 n—H—1
satisfont aux équations (18) et toute solution de ces équations est une
combinaison linéaire de ces vecteurs, ¢’est-a-dire,
n—H-—1
w = > Aud.
_ i=1 @4 :
I1 en résulte que chaque vecteur ub qui est situé dans ’hyperplan
an — H — 1 dimensions, dit hyperplan asymptotique du point considéré
de la variété V,_,,1*) est une solution des équations (18) et que chaque
solution des équations (18) est ou bien un vecteur situé dans ce hyper-
plan asymptotique ou bien le vecteur zéro.

12) Sile symbole Y/, signifie le vecteur symbolique de la dérivée covariante,
appartenante & la connexion { ;‘y} dans V,,, on a évidemment

V Iap = B! V., 94p=0, car V,g.5=0.
13) Voir [I], p. 185.
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Chaque vecteur qui satisfait aux relations (18) détermine alors en
chaque point de la variété V,_; une certaine direction asymptotique.!4)

Théoréme 4. Supposons qu’on ait pour le rang H du tenseur Ay
0 << H << n — 1. Chaque solution des équations (17) a la forme

= n + Brue, (19)

]
ou ¥ = g”t, et u® est ou un vecteur arbitraire situé dans ’hyperplan
asymptotique & n — H — 1 dimensions ou le vecteur zéro.

N

Démonstration: D’une maniére analogue & celle employée dans la
o
démonstration du théoréme 2 nous constaterons que le vecteur n” =
= ¢"*, est une solution des équations (17). S’il existe une autre solution
des équations (17) n*, différente de la solution »”, elle peut étre ramenée
a la forme [voir (9)]
n’ = n” + B¢, ou v % 0. (20)

Pour un tel vecteur n* la premieére des équations (17) est satisfaite
ce qui résulte immédiatement de (5), (6). La seconde des relations (17)
conduit & la condition nécessaire

hqav® = 0
(comme dans la démonstration du théoréme 2). Si le vecteur »* de la
forme (20) est une solution des équations (17), il en résulte nécessaire-
ment que le vecteur v* dans V,_,; doit avoir la direction asymptotique
en chaque point considéré de la variété V,_; (ou, autrement dit, qu’il
doit étre situé dans ’hyperplan asymptotique & n— H —1 dimensions au
point considéré). C’est la conséquence des considérations qui précédent
dans cette étude le théoréme 4. Mais nous avons appellé u? un vecteur
jouissant d’une telle propriété. Le cas v = 0 conduit & la solution »*.

Remarque 3. Le théoréme précédent montre que sous 'hypothese
(16) la définition affine (17) du vecteur normal n* ne détermine pas

uniquement la normale métrique w = g"*tx dans le cas de la géométrie
riemannienne. La normale métrique n* est de méme une solution des
équations (17) ayant la propriété qu’elle est le seul vecteur satisfaisant
aux équations (17) dont le module est I'unité. Le module du vecteur »”
déterminé dans (19) est, en raison de (2), (5), (8),
Guanint = ga (nh -+ Blum)(nt + Bpub) = gy, ninr +
+ 2g;,BMiut + g;, BABPutub = 1 + g pucub.

D’apres le théoreme 1 le tenseur gqp est défini positif. Done, pourque

le vecteur n* ait son module égal & un il est nécessaire et il suffit que

14) J. A. SCHOUTEN, D. J. STRUIK: Einfithrung in die neueren Methoden der
Differentialgeometrie II. Groningen-Batavia, 1938, p. 65.
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u? = 0. Mais cette condition conduit, d’aprés (19), au vecteur w. Si
nous ajoutons [’hypothese (16) étant valable] & la définition affine (17)
du vecteur »* la condition g;,n*n# = 1, nous pouvons énoncer le théo-
réme suivant:

Théoréme 5. Supposons qu’on ait pour le rang H du tenseur hg

0 < H<<n—1. Le systéme des équations
wt, =1, Wik, =0, gpn'n’ = (21)
a alors une solution unique #n* = = 9"t

La démonstration de ce théoréme résulte immédiatement de ce qui
précede. ’

Posons maintenant la question de la forme de la connexion induite
dans V,,_, par le vecteur »” [induite au sens de I'induction affinel®)] qui
satisfait aux équations (17) [n* est alors de la forme (19)].

Soit alors n” de la forme (19) et déterminons les éléments B® par
les relations suivantes

” N 1 poura =0>
BiBY = 62, B2 =0, ou (¢ = {0 pour @ = b.

On peut observer, & cause des hypotheses faites au No. 1, que les élé-
ments B¢ sont bien déterminés par les relations (22). La connexion
induite par le vecteur »” dans V,,_; au sens de la géométrie affine’®) est

I's, = BN/, By. (23)

Théoréme 6. Soit n* le vecteur déterminé dans (19). La connexion
induite par ce vecteur peut étre ramenée & la forme

I, = {&} + haput, (24)
ou {5} est la connexion métrique appartenant au tenseur métrique
gap dans V,_,.

Démonstration: Comme nous l'avons vu plus haut, le vecteur

(22)

n’ = g**t, satisfait aux équations (17). Désignons par Bo’,f les éléments
déterminés dans (11). Le déterminant de composantes B¢, ¢, (a = 1,

2,...,n—1; »=1,2,..., n) est différent de zéro, c’est & dire,
(B, B, ... Br=1,1,] 40, (25)
car, en raison de (5), (6), (11), L .
[BY, By, ..., By _y,w'] [BY, B2, ..., Br 1 t,] = 1.
Il en résulte que les vecteurs 23‘,}, t,(a=1,2,...,n—1) (en con-

sidérant ces vecteurs comme des vecteurs dans V,) sont linéairement in-
dépendants. Nous pouvons par suite mettre

B2 = Bede + rat,, (26)
15) Voir[I], p. 183. -

24



ol B2 sont des éléments déterminés dans (22) [appartenant & un cer-
tain vecteur n” de la forme (19)]. Les d2, 7 sont des éléments dans
V,_1, éléments que nous voulons maintenant préciser. On obtient, en
raison des relations (5), (6), (11), (17), (22)

BiBY = (beda + rat,) B}
6“ = 0gds;
done
- . _ | 1 pour a = b
dy = 03, ou 0f = 10 pour a == b, (27)
d’out 3 .
Bw = (Bgo® + r4t,)(n” + Blu®),
c’est-a-dire, & cause de (11), (22), (17),
0=r24 ]E’gB;’uc = 7% 4 us,
d’out
7t = —uf. (28)

Nous pouvons alors, par suite de (27), (28), écrire la relation (26)

B = Ba— o, (29)

Pour la connexion I'¢, induite par le vecteur n* = n + B¥u® [voir (19)]
et définie dans (23) on obtient ainsi

e, — BiuB: = (Bg — uet,) VB, = BB, — ust,\/,BY.
D’aprés (5), (7) on a t,,BY = — BY \it, = — hgp.

D’apreés le théoréeme 3 i?ﬁVaBg = {%}. En substituant les der-
niéres expressions dans les relations précédentes on obtient finalement
les équations (24) ce qui prouve le théoréme.

Remarque 4. Une conséquence immédiate des formules (24) est le
résultat suivant: pourque la connexion induite I'¢, soit identique & la
connexion métrique {g}, 11 faut et il suffit que u¢= O Mais pour

u¢ = 0 on tire de (19) n* = 7. Done la normale meétrique = g**t, est
la seule solution des équations (17) jouissant de la propriété que la con-
nexion induite par elle méme dans V,_, soit identique avec la connexion
métrique {g} du tenseur gzp. Cela nous permet d’énoncer le théoreme
suivant:

Théoréme 7. Supposons qu’on ait pour le rang H du tenseur Aq,
0 < H < n— 1. Parmi tous les vecteurs n” qui satisfont aux équations

wt, =1, w”\t, = 0

seul le vecteur n*= g**t, jouit de la propriété que la connexion induite par
lui-méme (au sens de 'induction affine) soit identique avec la connexion
métrique {5} du tenseur métrique gop dans V,_,.
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4. 1l nous reste & discuter le cas hy = 0. C’est le cas de la variété
totalement géodésique dans V,. Le vecteur ¢, étant défini, comme
précédemment, par les équations (5), nous déterminons le vecteur normal
n* par les équations (17), c’est-a-dire,

wt, = 1, wt, = 0. (30)

o
Le vecteur n* = ¢g**t, est ici, comme dans les cas précédents, une des
solutions des équations (30).

Théoréme 8. Pour les hypersurfaces V,_, totalement géodésiques
dans V, (ce sont des hypersurfaces pour lesquelles %, = 0) toutes les
solutions des équations (30) sont de la forme

o
n’ = '+ Blue, (31)
o
ou n’ = ¢g**{, et we est un vecteur arbitraire dans V,_;.

Démonstration: Le vecteur n* = g"*t, satisfait évidemment aux
équations (30). On constate facilement que chaque vecteur n* de la
forme (31) (le vecteur w? étant arbitraire) satisfait & la premiere. des
équations (30). Mais il satisfait aussi aux autres relations dans (30),
car en raison de (7) et de ’hypotheése, on a

Wty = WNut, + BN/t = hgqw? = 0

(car hgy =0, ;’L”vut,, = 0). Mais chaque vecteur n’ pour lequel la con-
dition #,n* = 1 est satisfaite peut étre ramené & la forme (31). C’est
évident.

Remarque 5. Par un procédé analogue & celui employé dans la re-
marque 3 on constate que parmi tous les vecteurs #” qui sont de la forme
(31) et donc des solutions des équations (30), il existe un seul vecteur

dont le modulé est 'unité. C’est précisément le vecteur n* = ¢g**t, qui
est identique avec la normale métrique.

Théoréme9. Soit la variété V, _, totalement géodésique (¢’est-a-dire
hgp = 0). Soit »* une solution arbitraire des équations (30). La connexion
induitel®) dans V,_; par le vecteur n” est indépendante du choix de la
solution »n* des équations (30) et elle est identique & la connexion métri-
que {5} appartenant au tenseur métrique g, dans V,,_,.

Pour démontrer le théoréme on procéde d’une maniére analogue
a celle employée dans la démonstration du théoréme 6.

Prenons le vecteur n* — n* + B2w® (w® est un vecteur arbitraire
"dans Vn-1) qui est, toujours d’apres lo théoréme précédent, dans le cas
de la variété V,_, totalement géodesique dans V,, la solution des équa-
tions (30) et déterminons (w® étant fixe) les éléments B2 par les équa-
tions (22) [olt #” est maintenant de la forme (31)]. La connexion induite

16) Connexion induite au sens de l’induction affine.
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par ce vecteur dans V,,_; (au sens de I'induction affine) est I's,=Bc\/,By.
On constate, comme dans la démonstration du théoréme 6, que les élé-
ments B% peuvent étre exprimés sous la forme

Bt = B — wai,, (32)

ol l%‘; sont définis dans (11). D’ou pour la connexion induite par le
vecteur n”

w =’ 4 B,
T5, = BSuBy = (B —wety) VaBy = BBy —
—wet,VaBy = ByV.By

car, & cause de (5), (7) et de I'hypothese £,\/,B? = — hyp = 0. D’aprés
le théoréeme 3 on a l%g VeBy = {5} donc I's = {5} pour chaque
choix du vecteur w? dans V,,_;, done pour toutes les solutions des équa-
tions (30).

Remarque 6. La normale métrique n* = g**t, induit de méme dans
le cas kg = 0 la connexion métrique {5} dans V,,_;.

5. Dans ce paragraphe nous résumons les résultats obtenus dans les
considérations précédentes.

Une variété V,,_; & n — 1 dimensions dans I'espace riemannien V,
a4 n dimensions (avec un tenseur métrique défini positif) étant donné,
le systeme des équations (4) w’t, = 1, n’\/4t, = 0, ou t, est le vecteur
tangent défini dans (5), a toujours, sous les hypotheses faites dans le

paragraphe 1, pour solution la normale métrique n* = g**t,. Si le rang
du tenseur hqp (le second tenseur métrique) est » — 1, la normale métri-

que 7 est la solution unique des équations (4). Si le rang du tenseur
hqap est plus petit que n — 1 ou dans le cas kg = 0, le systéme (4) a,

outre la normale métrique 7, dautres solutions (une infinité). La nor-
male métrique est le seul vecteur parmi toutes ces solutions qui ait un
module égal 4 un. Sil’on ajoute au systéme (4)la condition g;,n*n#=1, qui
exprime la normalisation métrique du vecteur »n?, le systéme des équa-
tions (B) w*t, = 1, n’/4t, = 0, g;n*n* =1 détermine uniquement la
normale métrique n — g"*t, quel que soit le rang du tenseur kg, de la

variété V,_,. La connexion induite par la normale métrique n (au sens
de la géométrie affine) est identique & la connexion métrique {g}
appartenant au tenseur métrique g, dans V,,_,.

Il en résulte que la connexion métrique {g} dans V,_; n’est
qu’un cas spécial de la connexion induite au sens de la géométrie affine,

°
celui de la connexion induite par la normale métrique »*. La normale
métrique satisfait de méme aux conditions de Ricci (6) pour le vecteur
affinonormal.
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Considérons finalement les conditions (4) de Ricci. Le vecteur ¢,
qui figure dans ces équations est le vecteur tangent au sens de la géo-
métrie affine. Mais il est en outre un vecteur normalisé, un vecteur du
module égal & un, normalisation qui n’est pas possible dans la géométrie
affine générale. Si nous introduisons encore la normalisation métrique
du vecteur n” satisfaisant aux relations (4) nous parvenons & la normale

o
métrique n*. La connexion induite par elle au sens de la géométrie affine
est identique avec la connexion métrique dans V,,_;. On peut bri¢vement
dire, que la connexion métrique dans V,_; est un cas spécial de Iin-
duction affine lorsqu’on introduit pour le vecteur tangent et atfinonor-
mal la normalisation métrique.
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